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“A demand of our present day technological
society is that human beings need to learn to
deal with abstract concepts and formal rela-
tions”, zo luidt de eerste zin van de ‘summary’
van het proefschrift van Keijzer. Met deze zin
is een hoofdgedachte waar in dit onderzoek
van wordt uitgegaan kernachtig gerepresen-
teerd. Daarom, zo vervolgt Keijzer, is het 
belangrijk dat leerlingen strategieën leren op
het gebied van ‘symbolisation, modelling,
abstraction, formalisation and generalisa-
tion’. Dit credo zal wellicht de aandacht trek-
ken van onderzoekers op het gebied van de
wiskundedidactiek die vrezen dat het uitgaan
van contexten, van problemen die kinderen
aanspreken en van eigen informele werkwij-
zen van kinderen (om maar enkele uitgangs-
punten te noemen van de realistische didac-
tiek) onvoldoende resulteert in volwaardige
denkprestaties op hoog mathematisch niveau,
zoals het formaliseren of het leveren van be-
wijzen. 

Op deze “hogere” processen van mathe-
matiseren (symboliseren, etc.) richt Keijzer
zich juist in zijn promotieonderzoek. Hij wil
onderzoeken hoe bij 10-11-jarige leerlingen
in het basisonderwijs de processen van ma-
thematiseren verlopen, dat wil zeggen, hoe ze
abstracte en formele wiskundige concepten
leren. Dit wordt onderzocht op het gebied
van de gebroken getallen, ofwel breuken.
Daarmee richt hij zich in zijn onderzoek op
een van de lastigste gebieden van het basis-
schoolprogramma: de breuken. Waarom
moeten leerlingen juist op dat gebied leren
om formele operaties uit te voeren? Wanneer
men volwassenen vraagt welke breuk groter
is: 11/12 of 12/13, dan luidt het antwoord in
ongeveer 5 van de 10 gevallen dat 11/12 gro-
ter is. We kunnen ook zeggen dat ongeveer
50% niet het juiste antwoord weet, en dat lokt

de vraag uit of rekenen met procenten niet
meer voor de hand ligt. Immers 25% - 20% is
veel simpeler uit te rekenen dan 1/4 - 1/5.

De reden waarom de promovendus er
niettemin voor heeft gekozen om juist op het
gebied van de breuken na te gaan of leer-
lingen tot formele, modelmatige operaties in
staat zijn, is dat de tegenwoordige maat-
schappij vraagt dat leerlingen kunnen opere-
ren met abstracte en formele relaties (zie de
openingszin van zijn samenvatting en van
deze recensie). Gecijferdheid, soms ook wel
‘mathematical literacy’ genoemd (Jablonka
2003), houdt in dat leerlingen inzicht verwer-
ven in getallen, dus ook gebroken getallen.
Het gaat Keijzer erom dat leerlingen kunnen
beredeneren waarom bijvoorbeeld 1/5 + 1 /4
minder is dan 1/2. Of álle leerlingen dat for-
mele niveau behalen - uit eerder onderzoek
(Streefland, 1988) bleek het tegendeel - is
een vraag waaraan ook in dit onderzoek aan-
dacht wordt besteed. 

De kernhypothese van het onderzoek
luidt: “Leerlingen die breuken leren in een
leergang waarin de getallenlijn centraal staat
en waarin betekenissen tot stand komen via
onderhandelen, zullen betere resultaten beha-
len dan leerlingen die breuken leren in een
meer traditionele setting, waar de cirkel het
centrale breukenmodel is, en waar leren
vooral een solitaire aangelegenheid is”. Uit
deze hypothese is af te leiden dat er sprake is
van een drietal variabelen die de eventuele
betere resultaten in de proefgroep, als gevolg
van de interventie, kunnen verklaren: (1) de
getallenlijn als model, (2) betekenissen en 
(3) interactie.

In de controlegroep wordt het “eerlijk ver-
delen”-model gebruikt (waar ook Streefland
van uitging) en werken de leerlingen vooral
individueel, terwijl betekenissen niet worden
benadrukt. Als “overkoepelend onderzoeks-
design” is gekozen voor ontwikkelingsonder-
zoek en dat is onderzoek dat niet alleen 
bijdraagt aan de vorming van wetenschappe-
lijke kennis, maar dat ook leidt tot “verbete-
ring van het reken-wiskundeonderwijs”. De
promovendus geeft een duidelijke verant-
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woording van het gekozen (quasi-experimen-
tele) onderzoeksdesign. Er worden voor- en
nametingen verricht, er worden gestandaar-
diseerde toetsen aan het begin, halverwege en
aan het eind van het onderzoeksjaar afge-
nomen om de algemeen wiskundige vaardig-
heden te toetsen, en drie gestandaardiseerde
interviews om de breukenkennis vast te kun-
nen stellen.

Aan het onderzoek werd deelgenomen
door 20 leerlingen, waarvan er 10 de experi-
mentele leergang (meten op getallenlijn) en
10 de traditionele leergang (delen van de cir-
kel) volgden. Deze aantallen zijn niet indruk-
wekkend, maar de onderzoeker wilde er in
zijn studie de nadruk op leggen de processen
van mathematisering “in de diepte” op te
sporen. Dat geschiedde op basis van inter-
views waarin de leerlingen breukproblemen
moesten oplossen (bijvoorbeeld het vergelij-
ken van breuken). De onderzoeker onder-
steunde dit proces zonodig met gestandaardi-
seerde hulp. De manier waarop en de mate
waarin leerlingen profiteren van hulp is dan
indicatief. Er werden aldus gegevens verza-
meld over onder meer de denkprocessen, de
wijze van toepassing van geleerde kennis, en
het gebruik van “breukentaal”.

De toetsing van de algemeen rekenwis-
kundige vaardigheden leverde differentiële
effecten op. Op twee onderdelen (zoals
meten en meetkunde) presteren de leerlingen
uit de experimentele groep (e-groep) beter
dan de leerlingen uit de controlegroep (c-
groep). Zwakke rekenaars profiteren meer
van het traditionele programma dan van het
experimentele programma, terwijl de sterkste
rekenaars in de e-groep meer van het experi-
mentele programma profiteren dan de sterk-
ste rekenaars in de c-groep van het traditio-
nele programma. 

Eveneens is getoetst in welke mate de
leerlingen zich inzicht in breuken hebben 
eigengemaakt. Daaruit bleek dat goede en
zwakke rekenaars in gelijke mate profiteren
van de experimentele leergang, vergeleken
met de leerlingen in de controleconditie. Het
is waarschijnlijk, zegt de onderzoeker, dat de
leerlingen in de e-groep adequater reageer-
den op de (gestandaardiseerde) hulp die ze
kregen, omdat de hulp ze in staat stelde de
werkwijzen die ze geleerd hadden toe te pas-

sen (schema’s opstellen, e.d.). Juist de sterke
leerlingen gebruiken meer wiskundetaal en
“hogere orde” redeneertaal (als - dan, stel
dat). Dat betekent dat als een wiskundige 
discussie totstandkomt, zij het meest in het
voordeel zijn, vergeleken met de leerlingen
in de c-groep, aan wie tijdens het experiment
interactie onthouden werd.

Samengevat vond de onderzoeker dat de
leerlingen in de e-groep beter presteerden op
het gebied van breuken dan de leerlingen in
de c-groep. Kijken we naar de algemeen wis-
kundige vaardigheden, dan valt op dat de
leerlingen die bovengemiddeld scoren, meer
baat hebben bij het werken met het experi-
mentele programma dan met het controle
programma. Bovendien bleek dat “een meer-
derheid van de 10-11-jarige leerlingen for-
mele wiskundige concepten kunnen leren” en
met name hiernaar was Keijzer op zoek. Toch
lijkt het nog te vroeg om algemene conclu-
sies te trekken. Enige terughoudendheid is
gewenst met het oog op het bescheiden aan-
tal leerlingen. Bovendien is uit deze studie
eveneens gebleken dat een deel van de leer-
lingen aanzienlijke moeilijkheden ondervond
bij het leren van formele breuken.

Streefland vond in zijn studie dat slechts 4
van de 13 (intensief begeleide) leerlingen
breukenproblemen oplosten op basis van 
regels en verbanden, en dat is al met al een
bescheiden succes. Het succespercentage van
Keijzer is vergelijkbaar en in grote lijnen zijn
de onderzoeksbevindingen van Streefland
dus bevestigd. 

Nu is het opvallend dat Streefland werkte
met een programma dat in grote lijnen over-
eenkomt met het “traditionele” programma
dat werd gebruikt in de c-groep van Keijzer.
Hoe is het te verklaren dat leerlingen in beide
onderzoeken, op het gebied van de breuken
in staat zijn tot formaliseren? Er werd boven-
al de aandacht op gevestigd dat drie variabe-
len een verklarende rol spelen: (1) getallen-
lijn als model, (2) betekenissen en (3)
interactie. Streefland gebruikte de cirkel als
breukenmodel (pizza’s “eerlijk verdelen”) en
van dat model werd ook in Keijzers c-groep
uitgegaan, maar de leerlingen in die c-groep
hadden van het werken volgens dat model
juist weinig baat. Waarom profiteerden ze er
in Streeflands onderzoek dan wél van? Kan
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het zijn dat dit werd veroorzaakt door de
twee andere variabelen namelijk: betekenis-
sen en vooral de talrijke interactieve inter-
venties van de onderzoeker? De gedachte
lijkt verdedigbaar dat de verklaring van het
gegeven dat een aantal leerlingen in beide on-
derzoeken op formeel niveau breuken leerde,
niet zozeer in de experimentele programma’s
moet worden gezocht, maar vooral in de hoge
kwaliteit van de interactie die bij de leerlin-
gen de nodige vindingrijkheid opriep, en het
gevoel met iets interessants, iets dat beteke-
nis heeft, bezig te zijn. De leerlingen in de 
c-groep van Keijzer werkten individueel en
ondervonden deze stimulans dus niet. 

Hoe het ook zij, het is beslist een verdien-
ste van het onderzoek van Keijzer dat is aan-
getoond dat leerlingen in principe in staat
zijn om op een van de moeilijkste onderdelen
van het programma van de basisschool, de
breuken, een hoog wiskundig formeel niveau
van denken en generalisatie te bereiken. De
promovendus maakt bovendien duidelijk (zie
onder meer pagina 98 en 143) dat differentia-
tie in het reken-wiskundeonderwijs op de ba-

sisschool, zeker als het gaat om zulke lastige
onderwerpen als breuken, noodzakelijk is.
Differentiatie, echter niet in die zin dat voor
de zwakkere leerlingen leerstofonderdelen
moeten worden geschrapt, maar dat moet
worden gestreefd naar lagere, deels context-
gebonden, niveaus van inzicht.
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