
??? Leren probleemoplosser! in het wiskundeonderwijs J. MEIJER* Stichting Centrum voor Onderwijsonderzoek.Universiteit van Amsterdam J.CHR. PERRENET Vakgroep Onderwijskunde, Rijksuniversiteit Utrecht F. RIEMERSMA Stichting Centrum voor Onderwijsonderzoek,Universiteit van Amsterdam Samenvatting Om wiskundige problemen op te kunnen lossenmoet verworven wiskundige kennis kunnen wor-den toegepast in nieuwe, onbekende(probleem-)situaties. In dit artikel wordt over-dracht (transfer) van kennis bezien vanuit decognitieve psychologie en de wiskunde-didac-tiek. Op grond van cognitief-psychologischetheorie??n wordt op het belang van zowel lerendoor voorbeelden als leren door explicatie enoefening gewezen. Tevens wordt aangegevenhoe het stapsgewijs bieden van hulp aan leerlin-gen bij het oplossen van problemen voordelenkan opleveren voor minder vaardige leerlingenzonder a/hreuk te doen aan hun eigen

idee??n eninitiatieven. Vanuit een wiskundig-didactische invalshoekwordt het begrip tran.<;fer specifieke inhoud ge-geven. Daarnaast komen voor- en nadelen vanheuristische en algoritmische onderwijsmetho-den aan de orde in verband met de didacti.<;cheopzet van verschillende wiskunde-leergangen. Ten slotte wordt een onderwijsmethode ge-schetst, waarbij de nadruk ligt op het lerenoplossen van wiskundige problemen. Uitgangs-punt van deze methode is dat het herstructure-ren van leerstofmhouden en presentatie nietvoldoende is om de probleemoplossings vaardig-heden van leerlingen te bevorderen, maar dattevens aan de rol van de leerkracht en aan ande- * De auteurs bedanken mevr. drs. E. van Eek, W. E.Groen en drs. H. van Daalen voor hun ondersteu-nende commentaar. re werkvormen dan klassikale uitleg bijzondereaandacht moet worden besteed. 1 Inleiding De maatschappelijke veranderingen die zichin de afgelopen

decennia voltrokken hebben,roepen vaak problemen op waar geen pasklareoplossingen voor zijn. Beschikbare kennisdient getransformeerd te worden om antwoor-den te kunnen geven op nieuwe, onbekendeproblemen. Naast kennis van feiten wordt detoepassing van kennis steeds belangrijker.Ook in het wiskunde-onderwijs wordt wetenhoe steeds belangrijker ten opzichte van wetendat. Het zinvol en doelgericht kunnen toepas-sen van beschikbare kennis vereist transfer(overdracht) van die kennis. Transfer kan for-meel gedefinieerd worden als de overdrachtvan in taaksituatie X verworven kennis envaardigheden naar een andere nieuwe, taaksi-tuatie Y (Ellis, 1965). Het is een algemeen aanvaarde stelling datbegaafdheid (intelligentie) van leerlingen inhet voortgezet onderwijs hun vermogen tottransfer van eerder verworven vakinhoude-lijke kennis be??nvloedt. In het onderwijs wordtin het algemeen getracht het transfervermogenvan leerlingen

te bevorderen. Uitgangspuntvan dit artikel is dat transfer geen vanzelfspre-kende zaak is. In het onderwijs dient explicietaandacht te worden besteed aan overdrachtvan kennis vanuit de context waarin die kennisis verworven naar andere kennisdomeinen.Met andere woorden: methoden waarinectransfer van kennis bevorderd kan worden,dienen tot onderwerp vaii onderwijs gemaaktte worden. Om deze stelling te ondersteunen, wordt hetbegrip transfer behandeld in het kader vanzowel de cognitieve psychologie als de didac-tiek van de wiskunde. Vanuit beide invalshoe-ken wordt aangegeven dat het reflecteren overde denkprocessen die een functie hebben bijverwerving en toepassing van kennis het ver-mogen tot transfer kan bevorderen. Daartoemoeten die denkprocessen kunnen worden be-schreven en onderwezen. De verwerving van 16 Pedagogische Studi??n Pedagogische Studi??n 1988 (65) 16-31



??? een taal waarmee een beschrijving van derge-lijke denkprocessen mogelijk is, stelt eisen aanhet curriculum en de leerkracht. 2 Het transfer-vraagstuk cognitief-psychologisch bezien Vakinhoudelijke problemen zijn geen stan-daard-opgaven, waarop het antwoord doormiddel van afwikkeling van een bekend engeoefend handelingsverloop kan worden ge-vonden. Bij het zoeken naar de oplossing vaneen wiskundig probleem zullen leerlingen die-nen te zoeken naar middelen om de discrepan-tie tussen beschikbare en benodigde wiskundi-ge kennis op te heffen. Die middelen zullenmoeten worden ontleend aan reeds verworvenkennis en vaardigheden. Voor het oplossenvan vakinhoudelijke problemen is transfervan de vakkennis een noodzakelijke voor-waarde. In de cognitieve psychologie wordt kennisbeschouwd als georganiseerd in schema's, diede structuur en ordening van elementen uit diekennis weergeven. Een kennisschema bevatinformatie over

eigenschappen van een be-paald begrip of object en informatie over derelaties met andere begrippen of objecten.Ook oplossingsmethoden voor wiskundigeproblemen kunnen als kennisschema's wor-den weergegeven. Een voorbeeld van een een-voudig algebra??sch kennisschema is het ver-eenvoudigen van het merkwaardig produkt:(a + b)(a - b) = a^ - bi De inhoud van een'lergelijk kennisschema kan vanzelfsprekendmeeromvattend zijn dan hier aangegeven: ookkennis omtrent variabelen en parameters inalgebra??sche expressies kan aan bovenstaandschema zijn gekoppeld. Voor de overdracht van de inhoud van eenkennisschema naar een nieuwe, tot dusver on-bekende situatie zal die kennis in het algemeenveranderd moeten worden. Transfer vereisthet wijzigen of aanpassen van kennissche-ma's. 1 Generalisatie, specialisatie en analogieBelangrijke principes bij het veranderen vankennisschema's zijn generalisatie, specialisatieen analoog redeneren

(cf. Goldstcin, 1982). Voor het leren van algemene principes doormiddel van voorbeelden {generalisatie) is hetnodig om kenmerken van dc voorbeelden al-gemener te omschrijven. Het herkennen vaneen merkwaardig produkt in de uitdrukking(a-l-b-c) (a-l-b-l-c) is alleen mogelijk als bijeen merkwaardig produkt niet alleen aan Pro-dukten van tweetermen gedacht wordt. Voor het leren herkennen van voorbeeldenvan algemene principes (specialisatie) moetende kenmerken van de algemene principes spe-cifieker worden omschreven. Een voorbeeld ishet instanti??ren van getallen in algebra??scheformules, die bestaan uit relaties tussen varia-belen die zijn weergegeven met behulp vansymbolen. Ten slotte kunnen nieuwe kennisschema'sworden opgebouwd op grond van analogiemet beschikbare kennis (Norman & Rumel-hart, I98I). De relaties tussen kennis-elemen-ten worden dan bijvoorbeeld constant gehou-den, maar de inhoud van de elementen zelfwordt

gewijzigd. Een voorbeeld met betrek-king tot de meetkunde: een ruit staat tot eenparallellogram zoals een vierkant staat tot eenrechthoek. Met voornoemde drie principes kunnen nietalle vormen van transfer voldoende verklaardworden. Zij bieden echter een redelijke grond-slag voor de beschrijving van het proces vanoverdracht van reeds verworven kennis naarnieuwe, onbekende situaties. 2.2 Leren door voorbeeldenVakinhoudelijke begrippen zijn op verschil-lende, hi??rarchische niveau's geordend. Eenvakinhoudelijke definitie kan gedeeltelijkworden opgevat als een regel, die aangeeft wel-ke klasse van objecten of toestanden w?Šl enwelke niet tot het betreffende begrip gerekendkan worden. Het leren van een algemene be-schrijving van objecten of toestanden doormiddel van voorbeelden zal gemakkelijkerverlopen, naarmate de gegeven voorbeeldensterker benadrukken wat ze gemeenschappe-lijk hebben en waarin ze verschillen. Op rele-vante kenmerken

dienen de voorbeeldenovereen te stemmen, terwijl ze van elkaar moe-ten verschillen voor wat betreft de irrelevantekenmerken. Hoe sterker de voorbeelden van een be-paald begrip overeenkomen, hoe beperkter deomschrijving van dit begrip zal zijn. Enigszinsafwijkende voorbeelden zullen niet herkendworden. Zo zal het oplossen van een reekssterk op elkaar gelijkende algebra??sche verge-lijkingen wel kunnen leiden tot inprenting van 17 Pedagogische Studi??n



??? de betreffende oplossingsmethode, maar niettot het herkennen van qua vorm enigszinsafwijkende vergelijkingen waarop dezelfdeoplossingsmethode van toepassing is. Alleenoverdracht naar sterk verwante vraagstukkenis mogelijk ('near transfer'). Te sterke speciali-satie leidt tot beperkte toepasbaarheid engeringe wendbaarheid van kennis. Hoe sterker voorbeelden van elkaar ver-schillen, des te algemener zal de klasse-omschrijving moeten worden. Transfer naarverder verwijderde domeinen ('far transfer')zou dan mogelijk moeten zijn. Consequentievan het geven van voorbeelden die sterk vanelkaar verschillen is echter, dat de geleerdealgemene omschrijving niet nauwkeurig zaldifferenti??ren. Het risico bestaat, dat bij ande-re klassen behorende instanties toch tot degeleerde klasse gerekend zullen worden. Er issprake van overgeneralisatie wanneer klasse-omschrijvingen zo vaag worden, dat ze op bij-na elke instantie 'passen', en

daardoor zinle-dig zijn (niet kunnen onderscheiden vanandere klassen). Zowel uit onderzoekingen naar begripsvor-ming met betrekking tot in de natuurlijke taalvoorkomende categorie??n (Rosch & Lloyd,1978) als uit theorievorming binnen de artifi-ci??le intelligentie (Simon & Sikl??ssy, 1972) isnaar voren gekomen, dat overgeneralisatie alsnel kan optreden als voorbeelden te sterk vanelkaar verschillen. Winston (1978) geeft aandat de kans op overgeneralisatie verminderdkan worden door het geven van tegen- envooral bijna-voorbeelden. 2.3 Heuristieken versus algoritmenIn het voorgaande werd steeds uitgegaan vanhet leren door middel van voorbeelden alsvoornaamste principe voor de begripsvor-ming. Deze benadering, die er vanuit gaat datcomplexe begrippen op grond van eenvoudi-ger begrippen worden opgebouwd vinden weterug in de theorie over leerhi??rarchi??n vanGagn?Š(I968). Op het belang van het complementaire idee,de

opname van eenvoudige kennisstructurenin meeromvattende, wordt door diverse au-teurs (Ausubel, 1961; Davydow, 1972; Reige-luth, 1985) gewezen. Ausubel propageert hetgebruik van zogenaamde 'advance Organizers'in het onderwijs; deze kunnen worden be-schouwd als globale kennisstructuren die deopname van eenvoudiger, ondergeschiktekennisschema's zouden moeten vergemakke-lijken. Davydow stelt dat het onderwijzen vanabstracte begrippen voorafmoet gaan aan hetgeven van concrete voorbeelden. Reigeluthvindt op grond van het zogenaamde 'elabora-tie-principe' dat leerstof geordend dient teworden van algemeen naar specifiek en ook indie volgorde gepresenteerd moet worden. De beschreven theoretische benaderingenworden teruggevonden in onderwijsstrate-gie??n die worden gebruikt om het vermogentot transfer van het geleerde door leerlingen tebevorderen. Er kan worden gesproken van een'bottom up' (van

specifiek naar algemeen) eneen 'top down' benadering (van algemeennaar specifiek) bij de volgorde van presentatievan leerstof. Deze twee uitgangspunten ko-men tot uiting in respectievelijk 'zelf ontdek-kend' leren en leren door middel van explicatieen oefening. Bij de eerste benadering ligt de nadruk ophet zoveel mogelijk vrijlaten van de leerling.De instructie wordt beperkt tot globaleaanwijzingen, die als leidraad kunnen dienenvoor het vinden van een goed antwoord (heu-ristieken). Door het gebruik van heuristiekenzou de leerling in staat zijn kennis naar nieuwedomeinen over te dragen ofte generaliseren. Bij de tweede benadering worden na deintroductie van een algemeen begrip veelvoorbeelden daarvan behandeld. Er wordenalgoritmen aangeleerd die de toepassing vanbepaalde kennis in een zo duidelijk mogelijkomschreven domein kunnen sturen en, mitscorrect toegepast, zullen leiden naar een op-lossing. Nadeel van de algoritmische

aanpak is datde toe te passen kennis door het uitgebreidoefenen en de beperkte toepassingsmogelijk-heden van het algoritme te sterk gebondenwordt aan een bepaald kennisdomein, waar-door transfer des te moeilijker tot stand komt.Daar zijn in de literatuur verschillende namenvoor gegeven: 'Einstellung', set vorming, rigi-diteit en fixatie. De mate van fixatie op eenbepaald algoritme hangt overigens wel af vande diversiteit van de geoefende algoritmen(Van 't Riet & De Leeuw, 1979). Het nadeel van de bottom-up of heuristi-sche aanpak is dat leerlingen met een sterkebehoefte aan pre-structurcring van de leerstofer weinig van profiteren (cf. Resnick & Ford,1981). Deze leerlingen zijn onvoldoende instaat zelf de verbanden te leggen tussen de 18 Pedagogische Studi??n



??? aangeboden leerstof-elementen. Leerlingenmet een sterke behoefte aan pre-structureringvan probleemsituaties zouden dus meer ge-baat zijn bij algoritmische dan bij heuristischeinstructies. Een compromis tussen beide benaderingenkan worden omschreven als 'guideddiscovery'.Uitgangspunt hierbij is dat men de leerling zijngang laat gaan totdat duidelijk een impasse isbereikt. Op dat moment wordt hulp gebodenom de leerling weer op weg te helpen. Als dehulp-aanwijzingen effect hebben gesorteerd,kan de leerling weer op eigen kracht verdergaan, totdat de volgende impasse zich voor-doet. Dan wordt weer hulp geboden, enzo-voort, totdat de leerling de eindoplossing heeftgevonden. In een aan de Vrije Universiteit uitgevoerdonderzoek is voor deze aanpak gekozen.Aansluitend op idee??n van Vygotskij (1964) enKrutekskii (1976) werd een test geconstrueerdvoor de meting van het wiskundig generalise-ringsvermogen. De test bestond uit opgavenmet

gefaseerde hulp. Uitgangspunt daarbijwas dat leerlingen naast hun zelfstandig ver-flogen tot transfer beschikken over nog inontwikkeling verkerende kennisstructuren,die alsnog tot transfer kunnen leiden, mits deleerlingen door een meer capabel iemand, dieaanwijzingen over de voortgang kan vcrschaf-f^t??n, op weg worden geholpen. Omdat hethierbij gaat om taken die nu nog niet zelfstan-dig verricht kunnen worden, maar in de toe-komst wel, wordt gesproken van het leerpo-tcntieel of zone van naaste ontwikkeling. Ofschoon de opgaven tot nu toe uitsluitendvoor toetsdoeleinden zijn gebruikt, wordt demogelijkheid overwogen om dergelijke opga-ven tevens voor instructie-doeleinden te con-strueren. In een dergelijke leersituatie wordtverwacht, dat dc behoefte aan hulp per leer-ling verschillend zal zijn en gestadig zal afne-men naarmate de leerling uit zichzelf dchandelingen, die door de hulpaanwijzingcnworden gesuggereerd, zal gaan verrichten. Dcspecificiteit

van dc geboden hulp neemt toenaarmate binnen een bepaalde oplossingsstapvaker hulp wordt gevraagd. Door dc opgeda-ne ervaring zal, naarmate het leerproces vor-dert, steeds minder specifieke hulp gebodenbehoeven te worden. De leerling zal zich dcoplossingsstappcn, die door de hulpaanwij-zingcn zijn voorgeschreven, steeds meer eigenmaken (van 'other regulatcd' naar 'self regula-tcd' gedrag, cf Wertsch, 1984). E?Šn van de belangrijkste problemen bij hetbieden van hulp is de aansluiting van deinhoud daarvan bij de nog in staat van ont-wikkeling verkerende kennisstructuren van deleerling. Andere knelpunten bij de procedure,zoals het te snel en onbedachtzaam vragen omhulp, de gewenste vormgeving en specificiteitvan de hints en het bevorderen c.q. verzekerenvan begrip (assimilatie) van de geboden hulp,zijn uitvoerig beschreven in De Leeuw, Beis-huizen, Van Daalen, Meijer en Perrenet(1987). 3 Het transfervraagstuk bezien vanuit dewiskunde-

didactiek Binnen de wereld van de wiskunde-didactiekis men zich terdege bewust dat transfer nietvanzelf komt. Van Hiele (1985) geeft aan datmen bij transfer eigenlijk een wonder ver-wacht; men onderwijst iets en verwacht ietsanders als onderwijsresultaat. Hij noemt alsvoorbeeld de veelgehoorde klacht van lerarennatuurkunde en scheikunde dat de leerlingende wiskunde in hun lessen onvoldoende kun-nen toepassen. Dit ligt volgens hem voor dehand. Hij schrijft het ontbreken van transferin deze gevallen niet toe aan systeemscheiding,maar aan het feit dat de verschillen tussen dewiskunde in de wiskundeles en de wiskundedie bij natuurkunde en scheikunde gebruiktwordt te groot zijn. Het gaat volgens hem bijnatuurkunde en scheikunde qm nieuwe vak-ken die opnieuw geleerd moeten worden.Afspraken tussen de betreffende leraren overtijdsplanningen gebruikte notaties zijn onvol-doende. Ook in het aan dc Vrije Universiteit uitge-voerde onderzoek 'Een

transfertest voorwiskunde', waarbij transferproblcmcn methulpaanwijzingcn aan leerlingen werden voor-gelegd (Pcrrenct, 1985) deed men dc ervaringop dat de te overbruggen 'afstand' tussen hetgeleerde en de nieuwe onbekende contextenwaarin de opgaven waren ingebed, al gauw tcgroot is. De oorspronkelijk bedachte opgavenbleken vaak met hulp nog te moeilijk. 3.1 Transfertypen Er kunnen verschillende soorten transfer vankennis en vaardigheden worden onderschei-den. Wanneer eerder verworven kennis moetworden toegepast in een andere context. 19 Pedagogische Studi??n



??? wordt wel gesproken van horizontale transfer(cf. De Leeuw, 1979). De verworven kennis opzich zelf behoeft dan niet te worden gegenera-liseerd, alleen de toepassingscondities zullengewijzigd moeten worden. Als uit een verwor-ven kennisrepertoire ingewikkelder kennismoet worden opgebouwd wordt gesprokenvan verticale transfer, omdat er gegenerali-seerd moet worden naar een hoger niveau vancomplexiteit. Binnen het eerder vermelde onderzoek 'Eentransfertest voor wiskunde' wordt horizontaletransfer nader onderverdeeld in horizontaletransfer naar buiten (het kunnen toepassenvan een bekend wiskundig principe in eennieuwe niet-wiskundige situatie) en horizonta-le transfer naar binnen (toepassing in eenander - op zich ook bekend - deel van de wis-kunde dan waarbinnen het betreffende princi-pe verworven werd). Bij verticale transfer (hetabstraheren, generaliseren binnen hetzelfdewiskundige gebied) wordt toepassing op

eenhoger niveau gevraagd. Ter illustratie volgt hier bij elk transfertypeeen voorbeeld uit de transfertest, bedoeld vooreind derde klassers VWO (de opgaven wordenhier vermeld zonder de bijbehorende hulpaan-wijzingen). Arie heeft een zus die goed kan zwemmen. Ze trainen samen in een zwembad. Zij beweert, dat ze over 5baantjes hem 1 baan voorsprong kan geven. Dat wil Arie wel eens zien en ze houden een wedstrijd. Arie beginten als hij bij het eerste keerpunt is, start zij pas. Na 5 banen is de finish. Hieronder zie Je een grafiek van hun wedstrijd. Geef een verslag van het laatste deel van de wedstrijd; beginbij het laatste keerpunt. afst ind â€? â€” * / â€” 'V >- ** - â€” -- â€” â€” - â€” â€” y* * 0 â€” -- - â€” * 0 y tijd 0 Figuur 1 Een opgave van horizontale transfer builen de wiskunde 1. Horizontale transfer naar buiten:Zie Figuur 1. Bekend in de opgave is het interpreteren enaflezen van een grafiek; de grafiek beschrijftechter een gebeurtenis

buiten de wiskunde, diein woorden weergegeven moet worden. 2. Horizontale transfer naar binnen De omtrek van een cirkel is gelijk aan 2 n maalde straal (met n ongeveer 3.14). Maak een gra-fiek, waaruit je de omtrek van een cirkel kuntaflezen, als je de straal kent. Aanwijzing: Zet de straal uit langs de horizon-tale as en let op: een negatieve straal bestaatniet! De cirkel is behandeld, evenals het tekenenvan een grafiek van een eerstegraads functie;nieuw is de meetkundige context bij een derge-lijke grafiek. 3. Verticale transfer Voor welke p is de grafiek van f: x ->pxP+' 4- 6xP + 7 een parabool? 20 Pedagogische Studi??n



??? Het omgaan met een parameter p is bekend,maar niet zoals hier: voorkomend in een expo-nent. 3.2 Het bevorderen van transferBeide soorten horizontale transfer zijn te her-kennen in het advies van Freudenthal (1973):Wil men wiskunde kunnen toepassen, danmoeten de onderwerpen gerelateerd geleerdworden, dat wil zeggen met relaties tussen deverschillende gebieden binnen de wiskunde enrelaties tussen de wiskunde en gebieden daar-buiten. Het kunnen toepassen is volgens hemvooral belangrijk voor die groep van leerlin-gen (de meerderheid), die in de wiskunde nietverder zal studeren. Volgens hem moet hetwiskunde bedrijven in (mathematiseren van)re??le situaties voorafgaan aan het mathemati-seren binnen de wiskunde zelf. Hij wijst tevensop het belang van de zogenaamde veelsporigebenadering van begrippen: hetzelfde begripmoet in uiteenlopende situaties aan de ordekomen. Eerder werd gewezen op het risico van eenveelsporige

benadering-een te grote variatiein de voorbeelden - voor leerlingen met eensterke behoefte aan pre-structurering. Lager-werf (1982) ziet bij het leren door voorbeeldenvan begrippen en regels vooral het gevaar vante sterke specialisatie: de toepassingsconditiesvan wiskundige kennis worden beperkt tot decontext waarin de kennis is verworven. Alsnadeel van deze onderwijsmethode noemt hijdat overbodige kenmerken van de gegevenvoorbeelden (ruis) ten onrechte als essentieelvoor het te leren begrip of de te leren regelgezien kunnen worden. Om de kans op dezestoringen te verkleinen moeten volgens hem:eenvoudige voorbeelden genomen wordenmet niet te veel storende elementen, 2. niet teweinig voorbeelden gegeven worden, 3. veelvariatie in de voorbeelden zijn aangebracht ende bijna-voorbeelden nauw aansluiten bij de voorbeelden. Diverse auteurs stellen ten slotte dat het toe-Passen van wiskunde in re??le situaties (hori-zontale transfer naar

buiten), een flexibeleomgang met verschillend geaarde (externe)probleemrepresentaties vereist. Zo kan een'fnctioncel verband weergegeven wordendoor middel van een verbale situaticbcschrij-V'ng, een tabel, een formule of een grafiek. Deprobleemoplosser moet vaardig zijn in het ver-talen van de ene representatie naar de andere(Van Streun, 1986b). 3.3 Heuristische aanwijzingenEen mogelijkheid om de wendbaarheid vankennis van leerlingen te vergroten is het aanle-ren van een heuristisch handelingsrepertoireof het uitbreiden daarvan. Hierop kan danworden teruggevallen als er geen algoritmenbekend zijn voor de oplossing van een voorlig-gend probleem. Zeer bekend binnen de wis-kunde-didactiek is het door Polya ontwikkel-de systeem van heuristische strategie??n voorhet oplossen van wiskundige problemen. Po-lya onderscheidt vier fasen in het oplossings-proces en laat de probleemoplosser zichzelfvoortdurend vragen stellen om het proces

testimuleren (Polya, 1957): - het begrijpen van het probleem (bv. wat is eronbekend?; wat wordt er gevraagd?) - het opstellen van een plan (bv. ken je eenprobleem, dat erop lijkt?; kun je een deel-probleem oplossen?) - de uitvoering van het plan (bv. is elke stapcorrect uitgevoerd?) - de terugblik (bv. kan het ook op een anderemanier?; is de gehanteerde methode elderste gebruiken?). Van Streun (1986a) hanteert in zijn project'Heuristisch wiskunde-onderwijs' een verge-lijkbare verzameling regels voor systematischeprobleemaanpak. Naast algemene regels als'probeer het probleem op te splitsen in deel-problemen' zien we bij hem ook vakinhoude-lijke aanwijzingen als 'neem een getallenvoor-beeld' en 'voer lettcr-variabclcn in x,y,d,...' enhints bij de specifieke opgaven. Hij hoopt aante tonen, dal een wiskundemethode met expli-ciete aandacht voor dergelijke aanwijzingende waarschijnlijkheid van het optreden vantransfer bij leerlingen vergroot. Van algemene

cursussen problecmoplosscnis gebleken, dat ze weinig effect sorteren bijopgaven op een specifiek vakgebied (Teare,1980). Ook met het onderwijzen van binnen dewiskunde ontwikkelde heuristische systemenals die van Polya heeft men echter tot nu toeweinig succes gehad. Begles' samenvatting vande resultaten van een groot aantal empirischestudies over de effecten van het aanleren vanoplossingsstrategie??n voor wiskundeproble-men is nogal ontmoedigend (Begles, 1979):'De studies hebben geen duidelijke richtlijnenopgeleverd voor het wiskunde-onderwijs. Er 21 Pedagogische Studi??n



??? zijn voldoende aanwijzingen, dat probleem-oplossingsstrategie??n zo vaak probleem- enleerlingspecifiek zijn, dat de hoop strategie??nte vinden die aan alle leerlingen onderwezenkunnen worden simplistisch is.' Volgens Schoenfeld (1985) heeft men decomplexiteit en subtiliteit van heuristische re-gels onderschat: veel heuristische 'labels' staanvoor een aantal gedetailleerde strategie??n;strategie??n bestaan uit substrategie??n, elk meteigen toepassingscondities; een goede kennisvan het wiskundedomein is onontbeerlijk. Hijwijt het falen van training in schema's als dievan Polya mede aan het gegeven dat er bij hettoepassen van heuristische regels ook sprake isvan een transferprobleem: regels, die aan dehand van bepaalde problemen worden ge-leerd, moeten bij andere problemen wordentoegepast. Bij training van studenten in enkeleuitgewerkte heuristische strategie??n vond hij,dat alleen training door middel van proble-men

onvoldoende is. Nauwkeurige beschrij-ving van substrategie??n met oefening in hettoepassen - bij andersgeaarde problemen danwaarbij de strategie??n waren aangeleerd - metbovendien discussie over de condities waaron-der bepaalde substrategie??n geschikt lijken,leverde verbetering bij het oplossen van nieu-we problemen. 4 Wiskunde in het voorbereidendwetenschappelijk onderwijs 4.1 Verschillen tussen leerboeken en verandering van het leerplanNederland kent drie leergangen voor de wis-kunde voor HAVO en VWO die al een aantaljaren ieder ongeveer 30 procent van de marktbestrijken, te weten Sigma, Getal en Ruimte enModerne Wiskunde. Hoewel ze in grote lijnendezelfde leerstof behandelen, zoals voorge-schreven door het leerplan, verschillen zeaanzienlijk in de manier waarop dat gebeurt.Uit het feit dat alle drie zich handhaven, kanworden afgeleid, dat ze alle drie hun verdien-sten hebben. Krammer analyseerde de boeken

voor debrugklas en de tweede klas en richtte zichdaarbij in eerste instantie op de vraagstukken(Krammer, 1984). Hij constateerde dat Mo-derne Wiskunde (derde editie) vooral eenvraagstukkenboek is (gerekend naar totaalbenodigde oplostijd) en dat die vraagstukkenmeer dan bij Getal en Ruimte en Sigma vaneen laag cognitief niveau zijn (routine) en bo-vendien vaker een praktische inkleding heb-ben. Getal en Ruimte biedt ook veel vraag-stukken, meer dan Sigma; praktische inkle-ding treft men er minder aan dan bij ModerneWiskunde; Getal en Ruimte heeft meer dan deandere methodes vraagstukken die nieuwetheorie introduceren. Sigma tenslotte biedthet kleinste aantal vraagstukken en praktischeinkleding blijkt afwezig. Op grond van gesprekken met auteurs enkwalitatieve beschouwing completeert Kram-mer het beeld als volgt: Sigma biedt de leerstofhet meest gestructureerd aan en is van de driehet meest geschikt als naslagwerk; voor

zelf-werkzaamheid is het echter het minst geschikt.In Getal en Ruimte wordt de meeste aandachtbesteed aan het ophalen van voorkennis, hetdifferenti??ren naar leerlingniveau, het diag-nostiseren en remedi??ren; Getal en Ruimte ishet minst geschikt voor discussie over de leer-stof. Moderne Wiskunde ten slotte is hetmeest geschikt voor discussie. Het wiskunde-onderwijs is niet statisch; doorde jaren heen veranderen de didactische in-zichten en de visie op hoe het onderwijs eruitzou moeten zien. Na een periode van formali-sering met nadruk op verzamelingen en rela-ties hecht men nu meer belang aan het gevenvan wiskunde met gebruik van re??le contex-ten, waarbij aan het begrip functie een meercentrale positie wordt toegekend. Nieuwe leer-stofpakketten werden ontwikkeld door het(voormalige) lOWO (Instituut voor Ontwik-keling van het Wiskunde Onderwijs) teUtrecht. Dit werk werd voortgezet door deSLO (Stichting voor Leerplan

Ontwikkeling)te Enschede en het OW&OC (Vakgroep On-derzoek Wiskundeonderwijs en Onderwijs-Computercentrum) in Utrecht. Hoewel voor andere klassen en voor andereschooltypen ook hervormingen worden nage-streefd, heeft alleen in de bovenbouw van hetVWO de leerplanherziening werkelijk plaats-gevonden. In plaats van de gebruikelijke vak-ken Wiskunde I (de basislecrstof voo'r dea-richting in het VWO) en Wiskunde II (deleerstof die vereist is voor toelating tot eentechnische of exacte universitaire studie) zijnWiskunde A en B gekomen. Met betrekking tot het onderwerp transferis vooral Wiskunde A relevant. Bij dit onder- 22 Pedagogische Studi??n



??? deel ligt de nadruk op wiskunde in toepas-singssituaties; het is de soort wiskunde diegoed zou moeten aansluiten bij de rol die wis-kunde speelt in de economie en de socialewetenschappen. De aard van de problemenwaar het hier om gaat is complexer dan die vantransferopgaven, waar eerder voorbeeldenvan werden gegeven (zie paragraaf 3.1). In determinologie van De Lange (1987) moet erzowel horizontaal gemathematiseerd worden(het probleem van buiten de wiskunde moetingepast worden in een wiskundig model) alsverticaal (binnen een gekozen model moet hetprobleem wiskundig bewerkt worden, waarbijgeneralisatie een rol kan spelen en waarnazonodig een ander model moet worden gepro-beerd). Aspecten van alle drie eerder genoem-de typen van transfer zijn bij De Lange'sbeschrijving van dit mathematiseringsproceste herkennen. Na deze verandering in de bovenbouw vanhet VWO zal een soortgelijke ingreep in deleerstof voor de HAVO-

bovenbouw volgen.Dergelijke ingrepen in het leerplan wordenniet door elke leraar en elke auteur met even-veel enthousiasme ontvangen. Sommige lera-ren hebben er moeite mee buiten de grenzenvan de wiskundige wereld te treden en te wer-ken met vraagstukken zonder ?Š?Šnduidig ant-woord. Deze veranderingen in het leerplan hebbenvanzelfsprekend gevolgen voor de inhoud vande genoemde drie leergangen. De nieuwste(vierde) editie van Moderne Wiskunde lijkthet snelst aan te sluiten bij de veranderingen.In het bock voor 4 VWO uit de serie ModerneWiskunde is de ori??ntatie op Wiskunde A en B'n de andere leerstof ge??ntegreerd, terwijl bijGetal en Ruimte cn Sigma gewerkt wordt metâ€?ipart aanvullend materiaal. Binnen het eerder genoemde project aan de^rije Universiteit werd de vierde editie vanl^oderne Wiskunde voor de onderbouw ver-geleken met Getal cn Ruimte en Sigma.Geconstateerd werd, dat in Moderne Wiskun-de de verschillende

leerstofonderdelen hetmeest ge??ntegreerd worden behandeld (met demeeste onderlinge samenhang en afwisseling).Sigma presenteert de onderdelen het meest ge-scheiden. Getal cn Ruimte gebruikt de meestabstracte notaties. Moderne Wiskunde deminst abstracte. In de boeken is geen aandacht voor aanpakvan niet-standaard problemen. Wel bleek, datde methoden geordend konden worden op dedimensie algoritmisch-heuristisch. Deze beidetermen worden hier gebruikt zoals bij DeLeeuw (1979): een aanwijzing of oplossings-methode wordt algoritmisch genoemd indienhet bedoelde cognitief proces volledig is vast-gelegd; heuristisch indien dat niet het geval is,door onvolledigheid of afwezigheid van speci-ficatie. Als maten werden genomen 1. in hoe-verre oplossingsmethoden door herhalinggeoefend worden, dat wil zeggen in hoeverrerijtjes opgaven voorkomen van hetzelfde typeen 2. in hoeverre uitgewerkte voorbeelden vol-ledig zijn en de

oplossingswijze wordt voorge-schreven. Voor beide kenmerken geldt: hoesterker aanwezig, des te meer algoritmisch cndes te minder heuristisch is het leerboek. Sig-ma bleek zo het meest algoritmisch van karak-ter en Moderne Wiskunde het meest heuris-tisch; Getal en Ruimte nam een tussenpositiein. De eerder genoemde conclusies van Kram-mer passen goed bij deze ordening. Op grond van genoemde verschillen kan wor-den verondersteld dat leerlingen die ModerneWiskunde gebruiken aan het eind van de on-derbouw het beste in staat zullen zijn hetgeleerde toe te passen in ongebruikelijke con-texten, zowel binnen als buiten de wiskunde(horizontale transfer naar binnen en naar bui-ten). Bij lecriingen die Getal en Ruimte gebrui-ken kan eerder verticale transfer wordenverwacht, aangezien zij beschikken over eeninstrumentarium dat abstractie mogelijkmaakt. Er moet echter wel rekening wordengehouden met het feit, dat voor het optredenvan transfer

beheersing van de leerstof 'sec',dat wil zeggen: het kunnen reproduceren vande onderwezen leerstof, noodzakelijk is. Dezebeheersing zal het beste zijn bij leerlingen dieSigma gebruiken: in deze leergang is deaandacht in de onderbouw het meest gerichtop wat door het leerplan wordt voorgeschre-ven en er worden weinig extra's behandeld. Omdat verwacht werd dat leerlingen meteen sterke behoefte aan pre-structurering vande leerstof meer baat hebben bij algoritmischeinstructies (zie par. 2.3), geldt tevens de hypo-these dat dc invloed van deze behoefte op detransfertcst-prestaties het zwakst zal zijn bij demethode Sigma en het sterkst bij de methodeModerne Wiskunde. De behoefte aan structu-rering vooraf werd in het genoemde projectvan de Vrije Universiteit gemeten door de pcr- 23 Pedagogische Studi??n



??? soonskenmerken negatieve faalangst en, hoe-wel de predicties op dit punt minder ?Š?Šnduidigzijn af te leiden, veld(on)afhankeIijkheid (zieDe Leeuw, 1979). Natuurlijk moet bij alle genoemde leer-boekkenmerken niet vergeten worden datnaast het boek de leraar grote invloed heeft opwat er in de klas gebeurt, hoe er wiskundegeleerd wordt. Deze kan bijvoorbeeld stukkenoverslaan en op eigen wijze het boek vervan-gen. 4.2 Het gebruik van leerboeken en didactische werkvormenIn het kader van het project 'Leren probleem-oplossen in de wiskunde' (Riemersma &Meijer, 1982) dat aan de Stichting Centrumvoor Onderwijsonderzoek (SCO) te Amster-dam werd uitgevoerd, werd in 1982 een enqu??-te verstuurd naar de wiskunde-secties van 293scholen voor Voortgezet Onderwijs. Het gingvoornamelijk om scholengemeenschappenvoor MAVO, HAVO en VWO. De responsbedroeg 37% (N=109). Ten aanzien van het gebruik van

leergangenbleek dat Moderne Wiskunde het meest fre-quent werd gehanteerd (N = 42), gevolgd doorGetal en Ruimte (N = 31) en Sigma (N = 22).Overige leergangen werden zelden gebruikt(N=I4). Op verschillende scholen werd te-vens aanvullend materiaal gebruikt, bijvoor-beeld in de vorm van door docenten zelfvervaardigd lesmateriaal. Opvallend was hetrelatief geringe gebruik van door het lOWOvervaardigd leermateriaal; slechts op tweescholen werd het gebruik hiervao gemeld. Aan de respondenten was gevraagd vraag-stukken in de door hen gehanteerde leergan-gen aan tc geven, die problematisch zoudenzijn voor leerlingen uit het tweede leerjaar.Ofschoon er weinig overlap was tussen dedoor de respondenten aangegeven opgaven,kan toch geconcludeerd worden, dat het voor-namelijk om vraagstukken ging die transfervan de verworven leerstof vereisten. Voorbeel-den zijn: de successieve toepassing van destelling van Pythagoras

om de lengte van dclichaamsdiagonaal van een balk te bepalen,oplossen van stelsels vergelijkingen met be-hulp van grafieken en verborgen vergelijkin-gen (redactie-opgaven). Dc leerlingen in detweede klas zijn wel bekend met de stelling vanPythagoras in de vlakke meetkunde, maar toe-passing in een driedimensionale ruimte isnieuw voor ze. Stelsels vergelijkingen wordennormaal gesproken opgelost met behulp vansubstitutie en eliminatie van onbekenden.Grafische ondersteuning van oplossings-methoden wordt zelden expliciet onderwezen.Bij redactie-opgaven moet de onderliggendemathematische structuur uit een in natuurlijketaal gestelde tekst worden afgeleid, terwijl destandaard-vergelijking aangeboden wordt ineen wiskundige notatie. Tevens was de respondenten gevraagd wan-neer zij welke onderwerpen uit de door hengehanteerde leergangen voor de tweede klasbehandelen. Uit de antwoorden bleek, dat demeeste leerkrachten de

volgorde van de leer-stof in het boek aanhielden. De inbreng van dedocent beperkte zich voornamelijk tot hetoverslaan van hoofdstukken of het verstrek-ken van aanvullend materiaal bij bepaaldedelen van de leerstof. Schooltypen van verschillend niveau onder-scheidden zich met name door een andertempo van behandeling van de leerstof; inprincipe kwamen in het tweede leerjaar dezelf-de onderwerpen aan de orde. Vanzelfsprekendzullen de verschillen in tempo uiteindelijk lei-den tot verschillen in volume van de behandel-de leerstof. Van de didactische werkvormen bleek klas-sikale uitleg van de vakinhoud, wellicht nood-gedwongen, nog het meest toegepast teworden. De meeste leerkrachten zeiden hier-aan zo'n 50 d 75% van de totale lestijd tebesteden. Iets minder tijd werd besteed aan hetonderwijsleergesprek, groepswerk en zelfstu-die. Aan individuele uitleg werd slechts doorenkele leerkrachten een kwart van de lestijdbesteed; de

meerderheid der leraren besteeddeer minder tijd aan. De beperkingen van hetklassikale onderwijs bleken uit dc relatief ge-ringe tijdsbesteding aan het onderwijsleer-gesprek, terwijl een aanzienlijk deel derrespondenten wel een voorkeur uitsprak voordeze werkvorm. Dat gold tevens voor groeps-werk. De beperkingen van de huidige schoolsitua-tie dringen zich op. Grote aantallen leerlingenper klas dwingen dc leerkracht tot het gevenvan prioriteit aan klassikale uitleg, terwijl aanmogelijk transfer-bevorderende werkvormenals het onderwijsleergesprek, groepswerk enindividuele uitleg te weinig tijd besteed kanworden. 24 Pedagogische Studi??n



??? 5 Een didactiek voor het leren probleem-oplossen in het wiskunde-onderwijs Uit de leergang-analyses van het transfertest-project van de Vrije Universiteit bleek dat inde schoolboeken geen aandacht wordt besteedaan de aanpak van niet-standaard opgaven endus niet aan transfer van verworven kennis.Als er al aandacht wordt besteed aan transfer,zou dit door de leraar moeten gebeuren. Erzou in het wiskundeonderwijs ruime plaatsmoeten worden ingeruimd voor leraarsactivi-teiten die op transfer zijn gericht. Voor het oplossen van een wiskunde-pro-bleem is transfer van eerder verworven vak-kennis een voorwaarde. Het problematischevan dergelijke opgaven schuilt immers in eendiscrepantie tussen de kennis die nodig is omeen oplossing te kunnen geven, en de kennisvan de leerling. Een didactiek die gericht is ophet leren oplossen van wiskunde-problemen,kan belangrijk bijdragen aan het bevorderenvan het transfervermogen van leerlingen. Ineen door

de SCO uitgevoerd project (o.a. Rie-mersma & Meijer, 1983) wordt een op eendergelijke didactiek gestoeld onderwijsleer-programma in de praktijk beproefd. In deze didactiek staat de verwerving vaneen repertoire van problecmoplossingstcch-nieken centraal. Voor een deel betreft het hieronderwijs in zogenaamde meta-cognitievcvaardigheden, opdat over het proces van pro-bleemoplossen op zich zelf kan worden nage-dacht. Op deze wijze kan het oplossingsschc-ma van de context waarin dit is aangeleerdworden losgemaakt, zodat overdracht naareen andere context mogelijk is. Daarnaast isdc koppeling van kennisverwerving en toepas-sing van die kennis van belang. Wiskundigekennisverwerving dient de problcemoplos-s'ngsvaardigheid te bevorderen. Verwervingcn toepassing dienen in eikaars verlengde te'iggen. Kennisverwerving die gericht is op toe-komstig gebruik zal de leerling motiveren omactief in het verwervingsproces tc participe-ren. Gebaseerd

op bevindingen en idee??n uithet SCO -project 'Leren problcemoplossen inde wiskunde', wordt een didactiek voorgestelddie zal worden toegelicht aan de hand van devolgende aspecten: a) de vormgeving van de leerstof; b) de rol van de leraar; c) het onderwijzen van een probleemaan-pak. ad a. De vormgeving van de leerstofEr wordt uitgegaan van de leerstof zoals die ophet programma (in het leerplan) staat, zodattenminste aan de vigerende examen-eisen kanworden voldaan. De daarin genoemde onder-werpen kunnen echter elk op diverse manierenaan de leerlingen worden gepresenteerd. Eengebruikelijke presentatie is uitleg van begrip-pen gevolgd door een reeks van opgaven dieveelal weinig gevarieerd zijn in vormgeving.Sommige leergangen doorbreken dit stramien(onder andere de nieuwste editie van de serieModerne Wiskunde, de Wageningse Methodeen door het lOWO ontwikkeld leermate-riaal). Voor het bevorderen van transfer dientsteeds de te

behandelen leerstof in relatie ge-bracht te worden met de leerstof die al eerderwerd behandeld en leerstof die nog behandeldgaat worden. Met andere woorden, de leersto-fondcrwerpen dienen expliciet onderling aanelkaar gerelateerd te worden zodat integratiemogelijk wordt. De leerling kan dan ook dui-delijk worden gemaakt dat hij niet alleen voorhet heden werkt maar ook voor de toekomst;voorts dat het niet gaat om ge??soleerde stukjeskennis maar om elementen uit een groter ge-heel, een geheel waarmee een diversiteit aanproblemen te lijf kan worden gegaan. Het is echter de vraag of structurering vanleerstof in een schriftelijke methode de trans-fervermogens van leerlingen merkbaar be??n-vloedt. Ondanks het feit dat Moderne Wis-kunde de leerstof sterker ge??ntegreerdbehandelt dan de methoden Sigma en Getal enRuimte (zie par. 4.1), werden in het transfer-test-onderzock dal werd uitgevoerd aan deVrije Universiteit geen verschillende effectenvan

leergangen gevonden. Ofschoon dc Mo-derne Wiskunde-leerlingen betere prestatiesvertoonden op de transfertcst, was dit toe teschrijven aan hun gemiddeld hogere niveauvan leerstol"behecrsing. Het niveau van be-heersing bleek bovendien minder te vari??rentussen de klassen dan lussen de scholen, waardc diverse leergangen werden gebruikt. Teneerste betekent dit dat niet zozeer de leergan-gen, maar de scholen het geconstateerde ver-schil in lecrstolbehccrsing van leerlingenkunnen hebben bepaald. Ten tweede duidt ditresultaat op een relatief geringe invloed van deleraar ten opzichte van de scholen, voor zoverde invloed van de leraar weerspiegeld wordtdoor de verschillen lussen klassen. De variatie 25 Pedagogische Studi??n



??? in aanbieding en structurering van de leerstoftussen de drie leergangen hing in elk geval dusniet samen met verschillen in transfervermo-gen tussen leerlingen. Tevens was er geensprake van significante interactie van de aardvan de leermethode met de pre-structurerings-behoefte (geoperationaliseerd als negatievefaalangst) van leerlingen. ad b. De rol van de leraarDe rol van de leraar in de hier voorgesteldedidactiek is die van leider en begeleider. Op deeerste plaats is de leerkracht communicatie-expert in die zin dat hij in staat is interactie encommunicatie tussen leerlingen te stimulerengericht op bepaalde taken. Concreet gaat hethier om het stellen van diverse soorten vragen,die de leerlingen kunnen aanzetten tot reflec-tie, te weten zogenaamde kennis-, begrips-,toepassings-, analyse-, synthese- en evaluatie-vragen (Gall, Dunning & Weathersby, 1977),en het beantwoorden van soortgelijke vragenvan de leerlingen. Een andere manier

om leer-lingen over hun denkprocessen te laten reflec-teren wordt door Barnes (1979) gesuggereerd.Hij stelt dat leerlingen meer inzicht kunnenkrijgen als (i) ze eisen aan een taak hardop her-halen, (ii) verwoorden wat ze met gegevensdoen en met welk doel en (iii) als ze zoiets her-haaldelijk doen in reactie op vragen vaniemand anders. In dit verband is het belangrijkdat de leraar de leerlingen ertoe weet te bren-gen moeilijkheden met de leerstof kenbaar temaken. Een andere belangrijke rol is die van pro-bleemoplosser; de leraar kan door daadwerke-lijk probleemoplossend te werk te gaan dcleerling een voorbeeld geven. Daarmee wordteen belangrijke leermogclijkheid voor leerlin-gen geschapen (imitatieleren). Deze voor-beeldfunctie van de leraar heeft tegelijk demogelijkheid de interessante en bevredigendeaspecten van de wiskunde aan de leerlingen tedemonstreren. De leerlingen kunnen hier ookeen andere rol spelen door samen met

deleraar probleemoplossend bezig te zijn. ad c. Het onderwijzen van een probleemaan-pak De voorgestelde didactiek is er op gericht ken-nis zo wendbaar mogelijk te maken. Daartoedient de leerling te beschikken over begrippenen technieken die hem de mogelijkheid schen-ken het eigen oplossingsproces te sturen. Aanvankelijk kan sterke sturing plaatsvindendoor de leraar, die door gerichte vragen, hintsen dergelijke, de leerling langs bepaalde oplos-singsprocessen leidt; deze sturing moet gelei-delijk door de leerling zelf worden overgeno-men. Bij nieuwe problemen en leerstof zal desturing van de leraar aanvankelijk sterker zijn;bij meer vertrouwdheid daarmee zullen deleerlingen zelfstandiger moeten handelen.Door een geleidelijk opklimmende bekwaam-heid in zelfstandig handelen kan externe stu-ring uiteindelijk achterwege blijven (cf. Lomp-scher, 1972; zie ook het begrip 'guideddiscovery' in par. 2.3). De leraar zal expliciet aandacht

moeten be-steden aan algemene oplossingsstrategie??n,waarmee een scala van wiskundige problemenkan worden aangepakt. Die oplossingsstrate-gie??n zouden soortgelijk aan die van Polyakunnen zijn. In paragraaf 3.3 werd echter alopgemerkt, dat het onderwijzen van heuristi-sche regels c.q. globale aanwijzingen om pro-blemen aan te kunnen pakken, weinig succesheeft gehad. Uit onderzoek van onder andereMettes & Pilot (1981) en De Jong (1986) isgebleken dat heuristieken zelden tot succes lei-den als zij niet expliciet aan de vakinhoudworden gekoppeld. Er moet uitdrukkelijk een verbinding metde leerstof worden gelegd om niet te vervallenin algemene 'inhoudsloze' voorschriften enaanwijzingen die niet met de vakkennis ver-bonden kunnen worden. Uitgangspunt hierzou moeten zijn dat min of meer algemeneregels in het onderwijs voortdurend wordenverwoord in termen van de vakkennis die aande orde is. Omgekeerd kunnen

vakinhoude-lijke regels worden geformuleerd in termenvan de plaats die zij binnen het oplossingspro-ces innemen. Het gaat eigenlijk om generalisa-tie en specialisatie van kennis en kennisregels,het heen en weer gaan van algemeen naar bij-zonder en bijzonder naar algemeen. Voor het leren oplossen van wiskunde-opga-ven, waarin een beroep wordt gedaan optransfer van eerder verworven kennis, is deontwikkeling van de volgende vaardighedenvan belang: - Leren lezen van de opgave of leren begrij-pen van de voorgelegde probleemsituatie.Het gaat er om dat de gebruikte begrippenen symbolen tenminste begrepen worden. - Analyseren van een probleemsituatie. Hier- 26 Pedagogische Studi??n



??? bij gaat het er om dat de kern van de gege-vens, de vraagstelling en de gestelde condi-ties ge??dentificeerd worden. De bedoelinghiervan is een eigen 'rijke' probleemrepre-sentatie te vormen, een beeld van het pro-bleem te scheppen om aanknopingspuntenvoor een oplossing te krijgen. - Leren gebruiken van heuristieken. Hierbijvalt te denken aan algemene heuristischestrategie??n als vanuit het gevraagde redene-ren, middel-doel analyse, en het opdelenvan het probleem in subproblemen. Ookvalt te denken aan meer lokale taktieken alsnotatie, plaatsing- en vereenvoudigings-heuristiek (bijvoorbeeld het tijdelijk latenvallen van een conditie), schatten, ontwik-kelen van een hulpprobleem en dergelijke. - Het eigen oplossingsproces kunnen onder-breken en de stand van zaken opmaken(reflecteren). - Het oplossingsproces leren evalueren, datwil zeggen nagaan of het resultaat juist is,alternatieve oplossingen bedenken, onnodi-ge stappen kunnen aanwijzen,

bedenkenwelke problemen op dezelfde of een soort-gelijke manier opgelost kunnen worden. Volledige uitvoering van deze didactiek zalniet eenvoudig zijn. De situatie op school cn inde klas leggen voorwaarden op aan de tot-standkoming van een dergelijke wijze vanonderwijs geven. De klassieke klassituatiewordt gekenmerkt door klassikaal onderricht,met door de leraar bepaalde vraag en ant-woordintcractie. Om werkvormen die moge-lijk transfer-bevorderend zijn gestalte tegeven, zou deze situatie geleidelijk doorbro-ken moeten worden door de hantering van hetonderwijsleergesprek en het stellen van zoge-naamde denkvragen. Verwoording van oplos-singsprocessen tussen de leerlingen onderlingof tussen lecrling(en) en leraar kan ertoe leidendat de leerling een beter begrip ontwikkelt.Daartoe zouden leerlingen actief moeten par-ticiperen (alternatieve oplossingen naar vorenbrengen, actief vragen stellen, informatie uit-wisselen met medeleerlingen cn met

de leraar)in het onderwijsleerproces. Een belangrijk probleem bij dc invoeringvan een dergelijke didactiek is de hoeveelheidaandacht die de leraar aan elke individueleleerling kan besteden. Aansluiting van nieuweleerstof bij reeds verworven vakkennis is medeafhankelijk van de mogelijkheden voor leer-lingen om eigen intu??tieve noties en oplos-singsstrategie??n in te zetten. Het zou daaromideaal zijn als de leerkracht hulp kan biedendie bij dergelijke idee??n van individuele leer-lingen aansluit. Gezien de randvoorwaardenwaaronder de leerkracht op dit moment ope-reert (klasse-grootte en leerstof-volume) is datechter niet realiseerbaar. 6 Conclusies Op grond van theorie en bevindingen uit decognitieve psychologie is het aannemelijk datoverdracht van verworven kennis naar eennieuwe situatie (transfer) gemakkelijker isnaarmate er meer gelijkenis bestaat tussen deoefensituatie en de toepassingssituatie. Eenprobleem is echter dat zeer sterke gelijkenis

zalleiden tot beperkte wendbaarheid van kennisen een geringe mogelijkheid tot generalisatievan het geleerde. Er is sprake van een spanning tussen tweecomplementaire onderwijsstrategie??n dietransfer kunnen bevorderen. Enerzijds het Ie-ren door voorbeelden (van specifiek naaralgemeen), anderzijds het introduceren van al-gemene begrippen, voorafgaande aan hetgeven van voorbeelden (van algemeen naarspecifiek). Op grond van deze twee principeswerd verondersteld dat leergangen voor dewiskunde die van elkaar verschillen qua orde-ning cn structuur in dc presentatie van deleerstof, verschillende effecten zouden hebbenop de transfervermogens van leerlingen. Dcresultaten van het genoemde aan de Vrije Uni-versiteit uitgevoerde transfcrtest-onderzoekbevestigen deze hypothese echter niet. Tevensbleek het effect van de aard van een leermetho-de niet op de verwachte wijze af te hangen vande behoefte aan pre-structurcring (in het on-derzoek

gemeten met een test voor negatievefaalangst en veld(on)aniankclijkheid) vanleerlingen. Vanuit de didactiek van de wiskunde wordtgesteld dat leerstof ge??ntegreerd moet wordengepresenteerd en dat de leerstof moet wordengekoppeld aan re??le probleemsituaties, zodatde processen van kennisverwerving en toepas-sing gekoppeld kunnen worden. Voor zoverdeze aanpak door leergangen wordt onder-steund, zijn in het transfertest-ondcrzock geeneffecten op transfervermogens van leerlingengevonden. Voorts kan getwijfeld worden aan 27 Pedagogische Studi??n



??? de zin van het onderwijzen van een heuristischkennisrepertoire voor een algemene aanpakvan wiskundige problemen als deze heuristie-ken niet expliciet aan de vakinhoud en de aardvan de wiskundige problemen worden gekop-peld. Het uitblijven van verschillen in effectvan de lestaken op het transfervermogen vanleerlingen in het genoemde project wijst op eengeringe invloed van schriftelijk studie-mate-riaal. Blijkbaar zijn meer en krachtiger maat-regelen nodig om de transfervermogens vanleerlingen te bevorderen. In de voorgaande paragraaf is gepleit vooreen meeromvattende onderwijsstrategie,waarin mogelijk transfer-bevorderende maat-regelen (ten aanzien van didactische werkvor-men, structuur van de leerstof en de rol van deleerkracht) zijn ge??ntegreerd. Deze aanpak zalop haar effecten worden getoetst in het eerdergenoemde project 'Leren probleemoplossen inde wiskunde', dat aan de SCO wordt uitge-voerd. 7 Discussie De

realistische benadering in de wiskunde-didactiek (zie De Lange, 1987) lijkt vanwegede veronderstelde positieve effecten, wat be-treft de toepassingsgerichtheid van de onder-wezen leerstof, geschikt voor het bevorderenvan transfer bij leerlingen. Door de introduc-tie van aan de leefwereld van de leerlingenontleende probleemsituaties zou ook de moti-vatie worden verhoogd. Tevens zou beteraangesloten worden bij de buitenschoolsekennis en ervaring die leerlingen bezitten (zieook Nelissen, 1987). Wel doet zich de vraagvoor of deze benadering voor alle leerlingengeschikt is in verband met de betrekkelijkestructuurloosheid van de leersituatie (Goffree,1987). Immers, daar waar de nadruk sterk ligtop vertaling van situaties in een wiskundigerepresentatie en minder op een algoritmischehantering van regels, kan dit voor bepaaldeleerlingen nadelig werken (Clutc, 1984). Het effect van didactische methoden in hetwiskundeonderwijs is zelden aan een

empiri-sche toets onderworpen. De bevindingen inhet project 'Een transfertest voor wiskunde'geven aan, dat verschillende leergangen geenverschillende effecten hoeven op te leveren,zelfs als zij qua karakter nogal uiteenlopen.Hel meten van effecten van leermethoden isechter lastig vanwege de complexiteit van demogelijke factoren die van invloed zijn op leer-resultaten. Voordat een gevonden effect aaneen leermethode kan worden toegeschrevenmoeten alternatieve verklaringen zijn uitge-sloten. In dit verband willen we pleiten voormeer laboratorium-onderzoek waarin doorwijzigingen in de diverse oorzakelijke factorenmogelijke effecten scherper traceerbaar zijn.Hierdoor zouden resultaten van veldonder-zoek beter interpreteerbaar kunnen worden. In de in paragraaf 5 voorgestelde didactiekwordt een ruime plaats toegekend aan activi-teiten die op reflectie door leerlingen zijngericht. Door te reflecteren op verrichte en teverrichten handelingen

tijdens het oplossenvan problemen leert de leerling van eigen erva-ringen mits deze de beschikking heeft over deconcepten om die ervaringen zinnig te plaat-sen en mits er deskundige begeleiding plaats-vindt om te voorkomen dat er misconceptiesontstaan (Korthagen, 1982). Hierbij moet welopgemerkt worden, dat reflecteren tijd kost eneen omgeving nodig heeft die deze activiteittoelaat en bevordert. In veel huidige onder-wijsleersituaties waarin sprake is van leerstof-overlading en examendruk - althans zo wordtdit door leerlingen en leraren ervaren-pasteen activiteit als reflectie niet. Veel leerlingenwillen liever 'direct weten waar het om gaat'zonder zaken die als omwegen worden erva-ren. Het is derhalve belangrijk, dat het gedragvan de leerlingen gestuurd wordt, zodat zij welgaan reflecteren. Dit kan door zodanige eisenaan het werk te stellen, dat reflecteren daar-voor nodig is, bijvoorbeeld door niet alleeneen uitkomst tc verlangen, maar ook

de over-wegingen daarvoor en de wijze waarop dezeverkregen werd (cf. Crombag, 1987). Frcu-denthal (1978, 1985) meent dat het werken inheterogene groepen reflectie bevordert, waar-bij de leraar stimulerend moet optreden. Van't Riet en Schoemaker (1980) pleiten in dit ver-band voor het klassegesprek als aanvulling ophet groepswerk. Treffers cn Goffree (1985)verwachten veel van eigen produkties van leer-lingen (bijvoorbeeld door leerlingen bedachteopgaven van verschillende graad van moeilijk-heid). Nelissen (1987) heeft binnen het basis-onderwijs gunstige ervaringen met op reflectiegericht onderwijs opgedaan; het betrof eenprogramma, dat zich over een reeks van jarenuitstrekte. Onzes inziens zou reflectie bevorderd kun- 28 Pedagogische Studi??n



??? nen worden door in het wiskunde-onderwijsexpliciet aandacht te besteden aan het oplos-sen van vakinhoudelijke problemen. Des-noods zou dit ten koste van de hoeveelheidbehandelde leerstof kunnen gebeuren. Kennisvan vakinhoud leidt niet tot transfer, als zijniet kan worden toegepast. Gezien de explo-sieve groei van encyclopedische kennis opallerlei gebieden is het de vraag of het nietbeter is te beschikken over een kleinere hoe-veelheid kennis, die sterk toepassingsgerichtis. De toenemende vraag naar capaciteiten dievereist zijn voor het zelfstandig verwerven vankennis maakt adequate methoden van kennis-verwerving belangrijker dan kennisverwer-ving op zich zelf. Literatuur Ausubel, D. P., Learning by discovery: Rationale andmystique. Urbana University oflllinois, 1961. Barnes, D., From communication lo curriculum.Harmondsworth: Pcnquin Books Ltd., 1979. Begles, E.G., Critical variables in mathematics edu-caiion. Washington D.C.:
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??? Summary Meijer, J.,J. Chr. Perrenet & F. Riemersma. 'Learningproblem solving in mathematicseducation.' Pedagogi-sche Studi??n, 1988,65, 16-31. In order to solve mathematical problems, students should be able to apply their acquired mathematical know-ledge in new, unknown (problem) situations. In this article, the transfer of knowledge is examined from acognitive psychological and a didactical point of view. On the basis of cognitive psychological theory, theimportance of learning by example as well as learning by explication is stressed. It is suggested that offeringhelp step-by-step to students can enhance their problem solving abilities, without ignoring their own ideas andinitiatives. Transfer of mathematical knowledge is explicated more specifically from a didactical point of view. Advan-tages and disadvantages of algorithmic and heuristic teaching methods are mentioned in relation to thecontents of various curricula for the teaching of mathematics.

Finally, an outline of a teaching method ispresented that is centered on problem solving in mathematics. It is assumed that restructuring the presentationand content of subject matter alone is insuffici??nt for enhancing problem solving skills of students. Instead.special attention should be givcn to the role of teachers and the use of other than conventional teachingmethods. Pcdagof'ische Sludi??n 31


